Escola Secundaria de Francisco Franco

Geometria no Plano e no Espaco Il (Matematica A — 11.° ano)
Programacao Linear (Histéria; Problemas)

Os primeiros conceitos da programacao linear foram desenvolvidos entre 1947 e 1949, depois da
Il Guerra Mundial, por George DANTZzIG para serem aplicados a programas militares, desde a area da
logistica até a estratégia. Foi também DANTZzIG 0 primeiro a reconhecer que um programa de planeamento
poderia ser expresso por um sistema de inequacdes lineares, assim como foi o primeiro a apresentar, na
forma de uma expressdo matematica explicita, um critério de seleccdo da melhor solugdo, que hoje
chamamos funcdo objectivo. Todo esse trabalho resultou num algoritmo chamado simplex que resolve de
uma forma eficiente estes problemas.

A programacdo linear tem sido aplicada por diversas entidades e empresas a inimeros problemas.
Entre os primeiros estudos ndo militares a serem concluidos, destacam-se:

» A companhia americana de petréleos TEXACO utilizou a programacao linear para obter as condi¢fes
ideais de tratamento do crude bruto permitindo um acréscimo de 30% dos lucros.

» A multinacional de restauracdo McDonald's, estudou a optimizacdo dos horéarios de trabalho em quatro
estabelecimentos e conseguiu uma mais eficiente utilizacdo da mé&o-de-obra, em grande parte a tempo
parcial, e com maior grau de satisfacdo por parte dos trabalhadores.

* A programacéo linear é uma "ferramenta” matematica que permite encontrar a solucdo 6ptima para um
certo tipo de problemas. A palavra programacao, pressupde o planeamento de actividades ou tarefas. O
adjectivo linear refere-se a legitimidade da traducdo das condices ou relagBes entre as varidveis do
problema em inequacBes ou equacdes lineares.

Pode definir-se programacdo linear como um conjunto de opera¢Ges matematicas que sdo usadas
para estudar a distribuicdo de recursos limitados referentes a tarefas que exigem a sua utilizagdo
simultdnea, de uma forma 6ptima para um dado objectivo. Em qualquer problema de optimizacdo pode
representar-se 0 modelo matematico como uma zona escura cuja entrada (Input) é constituida pelas
variaveis do problema que se quer optimizar, pelas relagdes que descrevem a dependéncia das variaveis
na utilizacdo dos recursos e pélos recursos disponiveis. A saida (output) € a solugdo dptima (maxima ou
minima) da funcéo objectivo.

Modelo "input-output”

Entrada

(input) ——> Modelo Saida

Matematico —> (output)

Ao conceber um modelo linear para um problema devemos considerar as seguintes fases:
* Verificagédo, no contexto do problema, da legitimidade do uso de inequacdes ou equacdes lineares.
« Identificacdo das variaveis de deciséo.
* Identificagédo da funcéo objectivo.
* Identificacédo das restricdes.
* Formulacdo matemaética do problema.

Depois de se ter obtido a formulacdo matematica, € entdo possivel resolver o problema de
optimizagdo. No método de programacdo linear é adequado o recurso a metodologia gréfica e a
metodologia algébrica. Na maior parte dos problemas, é imprescindivel o recurso ao computador, tal € a
diversidade de variaveis e a quantidade de calculo envolvidos.
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Problema 1| ftirado de Infinito 11,] Para angariar

fundos para a Associagéo de Estudantes, os alunos
conseguiram a oferta de 20 pares de chuteiras e 60
camisolas e decidiram fazer 2 tipos de lotes com
elas:

Tipo A: um par de chuteiras e uma camisola;

Tipo B: um par de chuteiras e cinco camisolas.

Venderiam, depois, os lotes do tipo A a € 20 e os
do tipo B a € 100.

Objectivo: determinar o n.° de lotes de cada tipo a
vender para obter o lucro maximo.

a) Qual é o lucro da Associacdo se venderem 10
lotes do tipo A e 4 do tipo B?

b) Preenche a seguinte tabela:

N.°de | N.°paresde N.° de Lucro
lotes chuteiras camisolas (L)
Tipo A X
Tipo B y
Total X+y

Este problema tem restrigoes.

1.2) Por um lado, s6 tem ldgica para x e y hUmeros
naturais (e também o 0). Geometricamente, estas
condicdes indicam que sé nos interessam pontos
do 1.° quadrante:
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2% O n. de pares de chuteiras nédo pode ser
superior a 20, isto é, x +y < 20 e, portanto,

y < —x + 20. Geometricamente, isto significa que,
dos pontos escolhidos anteriormente, s6 nos
interessam 0s pontos situados sobre ou abaixo da
recta de equacdo y = —x + 20 (representa-se a recta
escolhendo, por exemplo, os pontos D(0,20) e
B(20,0))
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3.9 O n.° de camisolas ndo pode ser superior a 60,
isto é, x + 5y < 60 e, portanto, ys-%x+12.

Geometricamente, isto significa que agora s6 nos
interessam 0s pontos situados sobre ou abaixo da

recta de equagdo y=—%x+12 (representa-se a

recta escolhendo, por exemplo, os pontos A(0,12) e
E(5,11))
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Portanto, todos os pontos que obedecem as estas
restricdes sdo Pontos Admissiveis (assinalados sobre
0 quadrilatero). O conjunto destes pontos é chamado
de Regido de Validez (s6 nesta regido podemos
encontrar a solucdo 6ptima).

Qual é a funcéo lucro?

Ela é expressa pela expresséo L = 20x + 100y (que é
i = _ 1y, L

equivalentea y = EX+ 100)

Assim, estamos perante uma familia de rectas

paralelas de declive igual a —% e ordenada na

L

origem 755
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Achar a solugdo éptima equivale a determinar a
recta com maior ordenada na origem que
intersecta o gréfico das solugdes possiveis (pontos
admissiveis do quadrilatero assinalado).

Tracemos, por exemplo, a recta de equacgéo

20x + 100y = 1400 e facamo-la deslocar-se,
paralelamente a si prdpria para baixo (neste caso)
até encontrar a regido de validez.

Verificamos que isso acontece quando a recta tem
a equacdo 20x + 100y = 1200 (que, por acaso, é
equivalente a recta anteriormente tracada de
equacao x + 5y = 60).
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Portanto, é a recta de equacao 10x + 50y = 600 que
estd na regido de validez a que tem maior
ordenada na origem (logo, corresponde ao valor
méaximo do lucro).

Para o L maximo, temos assim os pontos (5,11),
(10,10) e (0,12).

Concluséo: para termos a solucdo 6ptima para este
problema:

» ou se fazem 5 lotes do tipo A e 11 do tipo B;

» ou se fazem 10 lotes de cada tipo;
» ou se fazem 12 lotes s6 do tipo B.

obtendo-se, sempre, € 1200 de lucro.

Problema 2| ftirado de Mat 117 Um grupo local possui

duas emissoras de radio, uma de FM e outra de
AM. A emissora de FM emite diariamente 12
horas de musica rock, 5 de musica classica e 6 de
informagdo geral. A emissora de AM emite
diariamente 6 horas de musica rock, 8 de musica
classica e 9 de informacdo geral. Cada dia de
emissdo de FM custa ao grupo € 2000 e cada dia
de emissdo de AM custa € 3000.

Sabendo que tem compactado para transmitir, 120
horas de musica rock, 160 de musica classica e 135
de informacdo geral, quantos dias deverdo emitir
com este material cada uma das estacfes para que o
custo seja minimo, tendo em conta que deve emitir
no minimo 12 dias?

Musica | Mdsica | Informacdo | Custo
rock classica Diério
Estacdo FM 12
Estacdo AM €3000
Disponibilidades

Resolve este problema (comecgando pelas restricoes
ao problema). N&o te esquecas que procuras 0 custo
minimo.
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Mais problemas

Encomendaram-se a um pasteleiro dois tipos de bolos para uma festa de casamento. Cada
quilograma de bolo do tipo A da um lucro de 5 euros, e cada quilograma de bolo do tipo B da um lucro de
7 euros. Relativamente aos produtos necessarios a confeccdo dos bolos, o pasteleiro s6 tem limitagcdes em
dois: dispde apenas de 10 Kg de agucar e de 6 Kg de farinha. Sabe-se que:

» cada quilograma de bolo do tipo A leva 0,4 Kg de acucar e 0,2 Kg de farinha;

» cada quilograma de bolo do tipo B leva 0,2 Kg de acucar e 0,3 Kg de farinha.

a) O pasteleiro pensa fazer 7 kg de bolo do tipo A e 18 kg de bolo do tipo B. Sera que é possivel?
Justifique a sua resposta.

b) Quantos quilogramas de bolo do tipo A e quantos quilogramas de bolo do tipo B deve o pasteleiro

fabricar para ter o maior lucro possivel?
[tirado de exemplos Gave

O supermercado «Contente» esta ja a pensar em fazer dois tipos de cabazes para o préximo
Natal. Assim, numa primeira fase, o supermercado vai dispor de 160 refrigerantes, 320 bebidas
alcoolicas e 300 tipos de comida para fazer os seguintes cabazes:

Cabaz econdmico:

» contém 3 refrigerantes, 5 bebidas alcodlicas e 6 tipos de comida;

» seravendido por 40 euros.

Cabaz liquido:

» contém 4 refrigerantes, 10 bebidas alcodlicas e 6 tipos de comida;

» serd vendido por 60 euros.

a) O subgerente sugeriu que se fizessem 22 cabazes de cada qualidade mas o gerente opinou que era
melhor fazer 25 cabazes econdmicos e 20 cabazes liquidos. AverigUe se cada uma das propostas € viavel,
tendo em conta os produtos disponiveis.

b) Quantos cabazes de cada qualidade deverdo ser vendidos para o supermercado «Contente» poder

ter a receita maxima?
[tirado da sebenta Provas Modelo Matemética B]

Problema 5| Uma companhia de teatro necessita de comprar para o seu guarda-roupa, no minimo, 15
lencos e 27 fitas de cabelo. No mercado encontram-se 2 tipos de caixas: as do tipo A que contém 1 lenco
e 5 fitas de cabelo e custam e € 10 e as do tipo B que contém 5 lencos e uma fita de cabelo e custam € 30.

Quantas caixas de cada tipo deve a companhia comprar para ter a despesa minima e qual é essa despesa?
[tirado de Mat 11]

Solugbes: 2.8¢e4 3. Néo por causa da farinha; 22,5 e 5; € 147,5 4. Nenhuma; 32 e 16 5.5e2;€110

O professor: RobertOliveira
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