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A ideia

José Miguel Sousa escreveu: ”O raciocinio matemdatico dos gregos
baseava-se, quase unicamente, nas formas e figuras geométricas. Um
segmento de recta representava também o seu préprio comprimento; o
produto de dois segmentos de recta representava uma drea rectangular;
o produto de trés segmentos de recta representava um volume par-
alelepipédico. Isto €, efectuavam as operagbes aritméticas através das
construgées geométricas, por exemplo, se x e y representavam dois seg-
mentos, entido xy era a drea do rectangulo de lados = e y.” Assim, visto
que os matemadticos na Grécia Antiga utilizavam figuras geométricas
simples e as respectivas dreas, é costume falar-se na lgebra Geométrica
dos Gregos.

No programa de Matemadtica para o 82 ano do ensino basico, um
dos conteiddos do tema equacgbes refere-se aos casos notdveis da mul-
tiplicagdo de binémios.Em alguns manuais escolares encontramos uma
apenas uma "interpretacdo geométrica destes resultados”, isto é, uma
”imagem” de um resultado algébrico. E usual ouvirmos os professores
de matematica, a leccionar turmas do ensino secundario, dizerem: ”os
meus alunos ndo sabem os casos notaveis da multiplicacao”. Sera que
a Histéria da Matemdtica (dlgebra geométrica dos gregos) nao poderd
contribuir para um melhor ensino/aprendizagem destes contetidos?



Considere o caso especifico do desenvolvimento do quadrado de uma
soma:

i) Procure nos Elementos de Elucides a proposi¢ao que lhe corresponde;

ii) Serd possivel leccionar este contetido & luz da Histdria da Matemética?
Se sim (eu acredito que sim!), elabore uma actividade para desen-

volver, na sala de aula, com alunos aquando da leccionagao do contelido

acima especificado. N&ao se esqueca que o "pano de fundo” devera ser

a Histdria da Matematica.

Este texto levanta algumas interrogacoes, mas principalmente
sugere que se reflicta sobre o que é ensinar Matematica uti-
lizando a sua histéria. E o que tentaremos fazer.

1 Nao é de agora ... Como foi?

Ouve-se dizer que os estudantes nao sabem os casos notaveis, que
nao sabem multiplicar polinémios, etc. Para além de sabermos
que os professores introduzem esses temas usando as propriedades
das operagoes (estruturas algébricas) e ilustragoes geométricas
simples, sabemos todos que nao é por falta de insisténcia dos pro-
fessores em exercicios de cdlculo e de aplicagao das férmulas que
acabaram por resumir a leccionacao. De certo modo, estamos
tentados a considerar que os exercicios de cdlculo em excesso nao
resolvem o problema da aprendizagem do calculo. E podemos
mesmo colocar a questao de saber se o melhor caminho é fazer
a leccionacao a partir das propriedades das operacoes abstractas
sobre numeros e letras com ilustragoes geométricas. Que nos diz
a histéria?

Anténio Sérgio escrevia ! na década de 50: Na instrucgao secundaria,
algumas vantagens se tiraria, suponho eu, de uma mais pedagdgica
redacgao dos programas. Cumpriria, ao que julgo:

a) Redigir os programas de maneira tal que permitissem ao professor
o salientar no ensino a ordem e a estrutura da investigacao cientifica;
Nos programas que temos tido, nao se vislumbra o menor intuito de
bosquejar a prdpria investigacao cientifica, a actividade criadora de
onde o saber provém.

Segue esta, como se sabe, a marcha analitica ou regressiva, que vai
do percepcional para o formal, dos efeitos para as condigées, das con-

L Anténio Sérgio, Paidefa(Sugestdes e conselhos de h& mais de trinta anos),
Ensaios Tomo VII (pp 290-293), Publicagdes Europa-América, Lisboa: 1954



sequéncias para os seus principios, dos fenémenons para as suas leis.
Os cientistas, ao descobrir a ciéncia (que é principalmente inventar a
ciéncia); ao realizar a investigagao, — observam os fenémenos da Na-
tureza: primeiro passo; conjecturam depois (segundo passo) hipdteses
explicativas; depois(terceiro passo) fantasiam experimentagdes, — que
confirmem, ou que infirmem, as hipéteses fantasiadas; depois, a hipétese
ndo infirmada é admitida (provisoriamente) como uma lei; e, enfim,
aperfeicoam-se as defini¢oes (iiltimo passo) dos conceitos necessario ao
enunciado das leis.

Em resumo: primeiro, observagao dos factos; depois, a hipdtese; de-
pois, a concepg¢ao da experimentacao; depois, a realizacao da experi-
mentacao; depois, a definicdo mais precisa dos conceitos, consoante o
permita o saber do tempo. E o método analitico, regressivo, que vai do
efeito (andando para trds) as condi¢oes que o trouxeram. E o método
da descoberta, da criagdo da ciéncia; é o método que o professor nao
devera esquecer, e em que lhe cumpre iniciar os seus alunos.

Ora construida a teoria , passa o sabio a um segundo trabalho, que é co-
municd-la a todos nds, expondo-a para isso num tratado. Agora, porém,
segue outra marcha, que € a inversa do processo anterior. Comega agora
pelas defini¢bes; enuncia, depois as leis; e, dessas leis é que ao presente
deduz, como consequéncias os factos que vemos (ou que ele comegou
por ver) e que o tinham levado & investigacdo respectiva. E a marcha
sintética, a dedutiva, ou progressiva, que vai dos principios — andando
para diante — as suas consequéncias.

E a marcha que se vé nos compéndios, a unica para que oS programas
inclinam o mestre. Ora, convém redigir os programas de ensino de
maneira a nao desprezar a histdria da ciéncia e a exposicao da marcha
da investigacao cientifica. (...)

Nao resisti a transcrever esta longa citagao, por ser rico de im-
plicagbes o que A. Sérgio pensava sobre o ensino das ciéncias (mal
conhecido), mas principalmente por nos chamar a atengéo para a
forma como os registos escondem o processo da descoberta e como
os programas e os compéndios sao também discursos de sintese.
A sintese é necesséria, mas quando nao funciona na aprendizagem
pode ser que o ensino precise de ser preparado para permitir ao
estudante percorrer a histéria ou pelo menos parte do caminho da
humanidade, isto é, deixar que a passada dos jovens seja ao menos
guiada pelas pégadas deixadas na histéria (que sdo em si sinteses
provisérias).

Os Elementos de Euclides constituem uma sintese para o con-
hecimento matematico permitido ao tempo. Mas como sintese
indicam que o caminho seguido para a algebra pode comegar pela
geometria e que, no principio, ao contrario da sintese actual, a
base era a geometria (também da &lgebra).



2 A sugestao da histéria

Os professores, sem o referirem (sem o saberem?) utilizam as fig-
uras da histéria para ilustrar o caso notavel da multiplicacao. O
que estamos a sugerir agora é que, ndo sé se situem as figuras no
seu contexto histérico, mas que se utilize a histéria e a geome-
tria como base do ensino da dlgebra no ensino bésico e nao como
simples ilustragao.

Reescrevo na grafia actual, um trecho de Fernando de Vasconcellos
2 sobre o que terd sido o caminho trilhado:

(...) As investigacbes sobre a teoria dos mimeros foram, de
comecgo, a continua¢ao da numeracao mistica dos Babilonios; e
a sentenca de Pitdgoras — as coisas sao numeros — tem de ser
anterior ao descobrimento das quantidades incomensuraveis e dos
numeros irracionais, porque o seu significado compreende, real-
mente, apenas os numeros inteiros 3, ou, pelo menos, traduz
relagoes entre grandezas geométricas que, por isso mesmo, de-
vem ser comensuraveis *. Porém, o tratamento das grandezas in-
comensuraveis, por um lado, e, por outro, a resolucao aritmética

2Vasconcellos, F.A.; Histéria das Mateméticas na Antiguidade; Aillaud e
Bertrand, Lisboa:1927

3Para os gregos, o significado de nimero refere-se aos nimeros da série
numérica natural. Modernamente, o sdbio alemao Leopold Kronecker (1832-
1891) com a sua célebre frase: ”os numeros inteiros foram criados por Deus;
os outros sdo obra do homem” — pretendia reduzir tudo nas matemaéticas a
teoria dos nimeros inteiros. - nota da obra citada

10s pitagéricos — como o mostram suficientemente, ao que parece, os seus
trabalhos sobre a figuragdo dos niimeros e a sua célebre defini¢do do ponto (a
unidade tendo uma posi¢do) — partiram da ideia, natural a todo o homem
nao instruido, que todo o comprimento é necessariamente comensuravel com
a unidade. A descoberta da incomensurabiliade de certos comprimentos en-
tre si, e notoriamente da diagonal do quadrado do lado, quer seja devida ao
Mestre, quer aos discipulos devia ter produzido, desde entdo, um verdadeiro
escandalo 16gico, uma temivel pedra de escandalo.
"E a verdade que é dificil destruir , mas o erro que leva tempo a destruir;
a incomensurabilidade estava, em todo o caso, em contradi¢do formal com
os principios da teoria das relagoes estabelecidas entao s6 para os nimeros,
e toda a demonstracdo fundada sobre a semelhanca ou empregando a nogao
de relagdo ficava assim submetida a sérias objecgbes. Se houve na Escola
Pitagdrica, mistérios reservados s6 aos iniciados, a incomensurabilidade de-
via pois ser um deles; ela devia, sem duvida estar decoberta desde hd mais
de um século, quando Platao apresentou a sua revelagdo, como nova, no
seu tempo. Como consequéncia, os geémetras procuraram evitar esta grave
questao, banindo a nogdo de relagao de todas as demonstragées em que a
mesma nao fosse absolutamente necessdria. Eudoxio, por fim, ao retomar
esta nogdo conseguiu modificd-la de modo a estender a teoria, tdo rigorosa-
mente as quantidades incomensuraveis, como as quantidades comensuraveis.
Euclides, mais tarde, ao redigir os Elementos, conservou a ordem histérica
relativa & forma das demonstrac¢oes” . (Mém. sc. de P. Tannery, 12 vol, p.
28) - Nota da obra citada



das equacées numéricas do 29 grau °, que imediatamente seguiu,
se ndo precedeu mesmo a sua solucdo geométrica ©, fez perce-
ber aos Pitagdricos (e este é o seu grande merecimento) a insu-
ficiéncia da representacao numérica das quantidades — dificul-
dade que eles suprimiram, pela imagem geométrica da grandeza,
em geral, e operacoes sobre figuras, em que os pontos representam
uma grandeza muito geral, racional ou irracional, sobre a qual é
possivel conjecturar.

Com esta forma de representacao geométrica das grandezas, facil
era proceder a adicao e a subtrac¢ao dos segmentos respectivos.
Pelo que respeita a multiplicacao, os Gregos sabiam, a semel-
hanca dos Egipcios, que, tomando como unidade de superficie o
quadrado construido sobre sobre a unidade de comprimento, a su-
perficie de um rectangulo tem por expressao o produto dos seus
lados, quando estes figuram numeros inteiros, ou, pelo menos,
grandezas comensuraveis.. Conheciam, deste modo, a representa-
c¢ao geométrica dum produto de dois numeros inteiros e podiam
falar, indiferentemente, por exemplo, do produto dos dois nimeros
3 e 4 ou do rectangulo formado pelos segmentos que figuram os
dois factores 3 e 4 que, abreviadamente, podiam designar pelo
rectangulo de 3 por 4; ou, ainda, falar do produto de 3 por 3 ou
do quadrado de 3, o que, como dissemos, levou a consideracao dos
numeros planos e trouxe, em especial, a designacao de nimeros
quadrados, ainda hoje em uso.

Os Pitagoricos, tendo reconhecido que era impossivel evitar nas
investigacoes de ordem geral as grandezas irracionais (grandezas
incomensuraveis com a unidade empregada), mas sentindo-se inca-
pazes de alargar o conceito aritmético de muiltiplicagao e produto,
no sentido imediato da palavra 7, aplicaram as grandezas gerais

5Pela perda das obras da Logistica grega, sé6 em Herdo e em Diofanto se
encontram alguns dados precisos sobre a forma como era obtida a solugao
aritmética dos problemas do 29 grau. - Nota da obra citada

670 célculo real com niimeros racionais deve ter servido de tipo aos Gregos
para o seu método de calculo geométrico, por meio do qual eles vieram a tratar
as quantidades irracionais, tendo em vista as mesmas operagdes”. Ora o que
importava entretanto, era que as devidas consideracoes a este respeito fossem
expressamente postas em relevo; isto, porém, sé se realizou muito tarde, sendo
o notavel matematico drabe Alkarchi quem na sua Aritmética publicada em
Bagdad, préximo do ano 1000 — fazendo acompanhar cada uma das regras
de célculo por exemplos, com o fim de mostrar que essas regras derivam dos
préprios calculos — nota expressamente, ”que para a inteligéncia das regras
algébricas é necessario preparar-se com as regras gerais da aritmética que ele
tinha dado em obra anterior (Zeuthen, ob.cit., p. 259) - Nota da obra citada

"De légica menos rigorosa, mas muito mais préticos sob o ponto de vista
do célculo numérico do que os Gregos, os ndios aplicaram aos nimeros ir-
racionais as regras de cdlculo dos nidemros racionais e, em lugar das trans-
formacGoes geométricas que se encontram em Euclides, faziam o célculo directo
daqueles nimeros. E certo, todavia, que s6 a partir do século V. d. J. C.,
isto é, muitos séculos depois de serem conhecidos os trabalhos dos grandes
gedémetras helenos, que exerceram incontestada e extraordinaria influéncia na
matematica dos ndios, esta comega a contar — mas logo duma forma excep-



a representacao geométrica em rectangulos e em quadrados, do
produto de dois niimeros inteiros; e chamavam a ab o rectangulo
formado por a e por b, e a a®> chamavam o quadrado de a.
Criaram, por esta forma, uma nova representa¢ao geométrica de
grandezas — a representacao por meio de superficies — cujo es-
tudo e teoria constituem a parte das Matematicas gregas a que
Zeuthen chama Igebra geométrica, porque, conforme comenta,
”do mesmo modo que uma letra em algebra, a representacao
duma grandeza pelo comprimento pode aplicar-se a grandezas que
variam de uma maneira continua”. Além — continua o ilustre
matematico — nao conhecendo os Gregos as quantidades nega-
tivas, “as variagoes das figuras podiam apresentar, em parte, as
mesmas generalizacoes que hoje se otém com as referidas quan-
tidades”, e pode, com facilidade, reconhecer-se que as operagoes
sobre as quantidades representadas geometricamente desempen-
ham papel semelhante ao das nossas operacoes algébricas.

” A Igebra geométrica 8, tanto em Euclides como em outros au-
tores, é a base de tantas investigacoes, que esta frequéncia con-
stitui por si mesmo uma prova da alta antiguidade que lhe pode-
mos atribuir, de acordo com aquilo que nos € referido da nogao
pitagorica da aplicacao das superficies; e a sua facil aplicacao a
quaisquer grandezas racionais e irracionais, e, consequentemente,
a sua natureza abstracta convém perfeitamente ao que Eudémio
diz da maneira como Pitagoras tratava a Geometria — imaterial-
mente.

E muito possivel que este caracter abstracto nao tenha sido de
comego tao notorio e tao acentuado, como o foi no tempo de
FEudémio e como ja o era em Euclides. E natural , pelo contrario,
admitir — e isso estd inteiramente de acordo com o que nos dizem
da ligagao operada pelo Pitagoricos, da Geometria e da Aritmética
— que a tradugao geométrica correspondente aos nimeros in-
teiros, que, em FEuclides, aparece como uma aplicacao da Igebra
geométrica, fosse anterior a esta lgebra.

Nas representagoes geométricas das propriedades dos nimeros in-
teiros, pelos quais se comegou, achou-se sucessivamente uma forma
de representacao, que, com muita facilidade, se aplicava, geral-

cional e brilhante — no desenvolvimento da nossa ciéncia.

Pelo que respeita aos rabes, é notdvel com lLkarchi, ilustre matemadtico de
Bagdad, e Omar Alkhaijdmi (séc. XI), ambos muiot embora anteriormente
familiarizados com as estritas concepg¢oes dos Gregos, mostram como se pode
calcular com os radicais irracionais, multiplicando-os e dividindo-os, qualquer
que seja a sua poténcia, somando-os e subtraindo-os, quando as poténcias sao
nimeros semelhantes — planos ou sélidos. Acrescentemos que é sé em Chu-
quet, no seu excelente Tratado de Aritmética e lgebra intitulado Triparty en
la science des nombres(1484) que se encontra o mais antigo uso do sinal radi-
cal com indices para indicar a extraccio de raizes; tendo sido o copista alemao
Rudolff quem introduziu o sinal Vv corrupgao da letra inicial da palavra radix
para indicar a raiz quadrada. - Nota da obra citada

8Zeuthen, ob. citada) - Nota da obra citada



mente, por si mesma a grandezas continuas, sendo, todavia muito
provavel que s6 com o tempo isso fosse percebido”.

2.1 Da geometria para a algebra

Nao pode acontecer que os estudantes do ensino basico tenham di-
ficuldade em compreender e trabalhar com operagoes sobre as le-
tras a partir das propriedades operatorias de estrutura abstracta?
E nao é natural que possam compreender bem as operacoes se pas-
sarem pelas representacoes de grandezas continuas a que conferem
significado concreto ou vivido?

Pode pelo menos experimentar-se a sua compreensao sobre os com-
primentos, as dreas e os volumes. Se verificarmos que ha ganhos
de compreensao e aceitacao, nao podemos introduzir os calculos
sobre letras a partir das figuras?

Aos estudantes podem ser apresentadas figuras como as que seguem:
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para aceitarem que a(b+ ¢) = ab + ac, ou
o o0
a 12 ba
4
ab =
7 b
ok =l
“ b

para aceitarem que (a + b)? = a? + b2 + 2ab, etc, etc.

E é claro, para nés, que qualquer que seja o processo para colo-
car os estudantes a trabalhar sobre a algebra geométrica, tem um
interesse verdadeiro e ampliador da compreensao mostrar e eluci-
dar a fonte histérica, sendo de particular interesse dar acesso aos



enunciados dos Elementos e ao pensamento presente nas demon-
stracoes. Por exemplo, a proposicao I1.4: ”Se uma recta é cortada
a vontade, o quadrado da recta inteira é igual aos quadrados dos
segmentos e a duas vezes o rectangulo contido sob os dois seg-
mentos” . Penso que a ”resolucdo de equacdes quadriticas sob
uma forma geométrica” bem como o teorema do quadrado da
hipotenusa, abordada na forma classica, também seria bem for-
mativa (no 82 ou 99 ano de escolaridade, em ambiente de sala de
aula ou trabalho independente).

3 O poder da geometria. ..

Para dar uma ideia da importancia da geometria em geral e dos
seus aspectos formativos, deixo aqui parte do que Jean Pierre Petit
escreveu para a banda desenhada sobre a Teoria da Relatividade:

No seguimento de uma viagem de estudo pelo ”cosmol” com o Sen-
hor Alberto, Lanturlu vé-se projectado no mundo da geometria.
Como no caso do Geometricon, aconselha-se vivamente o leitor
a munir-se do mesmo material e a fazer de novo as experiéncias
geométricas feitas por Anselmo, isto é a fabricar os ”posicones” e
os "negacones”. Neste album &lbum, discorre-se sobre a curvatura
e a sua medida angular. Pélos, malhas, passa-se tudo l4, mas sem-
pre de um modo acessivel. Considerando a vizinhanga do sol (ou
de um corpo compacto e denso) como um cone, Lanturlu desco-
bre a ideia-chave do Senhor Alberto: substituir as trajectorias
”"newtonianas” de objectos que se deslocam num espago plano e
sujeitos a acgoes a distancia de outras massas, por geodésicas de
um espago curvo. Deste modo desaparecem as massas e nada
mais ha além de geometria. Sob este ponto de vista, o album é
uma boa apresentacao do conceito-chave da Relatividade Geral:
matéria=geometria.

Gostei desta. Os estudantes nao perdiam nada em ler as bandas
desenhadas ” As aventuras de Anselmo Curioso”, em particular
aquelas que tratam das geometrias (hd publicagoes da D. Quixote,
se ndo me falha a memdria). O poder da geometria é imenso.

Arsélio Martins,
Aveiro, Novembro de 2002

9Enunciado transcrito da obra citada de F. Vasconcellos. Nao é bonito?



