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Escola Secundaria de Francisco Franco
Matematica — 12.° ano
Trigonometria — alguns exercicios saidos em exames
(Exames Nacionais 1997-1999)

. ~ . Senxsex <z«
5. Seja s a fungdo definida em R por s(X) = .
X—7wSsex =
Indique qual das afirmagdes seguintes é verdadeira:
(A) s é descontinua em x=n
(B) s tem um minimo relativo para x=mn
(C) s tem um maximo relativo para x=n

(D) s tem derivada em x=n
(Modelo 97)

6. Uma funcao real de variavel real f € tal que f(0)=1. Indique
qual das seguintes expressdes pode definir a fungao f:

x+2 In x
(A) (B)
x -1 x+1
(C) tg(3x+m/2) (D) 2°"*
(2*chamada 97)
11. Considere a fun¢do g definida em[[0, ] por
g(x)=sen x + sen (2x). sen (2K J=2senxcosx

a) Determine os zeros da fungdo g.
b) Estude, quanto a existéncia de assimptotas, a fungdo h
definida em [0,7]\{n/2} por h(x)=g(x)/cos x

¢) Mostre que, para qualquer xe]0,m/2[, g(x) é a area de
um tridangulo [ABC], em que
x ¢ amplitude do angulo BCA;
B

|
C

— A
BC=2; ToH
[BH] ¢ a altura relativa ao vértice B;

AH=1.
(Modelo 98)

12. Duas povoagdes, A e B, distanciadas 8 km uma da
outra, estdo a igual distdncia de uma fonte de abastecimento de
agua, localizada em F. Pretende-se construir uma canalizago
ligando a fonte as duas povoagdes, como se indica na figura
abaixo. A canalizacdo ¢ formada por 3 canos: um que vai da
fonte F até um ponto P ¢ 2 que partem de P, um para A ¢ outro
para B. O ponto P estd a igual distancia de A e de B.

| =

>
[+ 8 km >

Tem-se ainda que: o ponto M, ponto médio de [AB], dista 4
km de F; x é a amplitude do 4ngulo PAM (x € [0,%] ).

a) Tomando para unidade o km, mostre que o
comprimento total da canalizago ¢ dado por

g(X) =4+ 52X (gugestdo: comece por mostrar que

PA — e que FP =4—4tgx)

Cos X
b) Calcule g(0) e interprete o resultado obtido, referindo a
forma da canalizagdo e consequente comprimento.
¢) Determine o valor de x para o qual o comprimento total da
canaliza¢ao ¢ minimo.
(1*chamada 98)

16. Na figura, o tridangulo [ABC] ¢é isosceles (E = B_C );

[DEFG] é um rectingulo, DG =2 ¢ DE =1 x designa a
amplitude do angulo BAC.
a) Mostre que a area do tridngulo [ABC], é dada em

1
fungdo de x, por f(x)=2 + tgx + — (x € ]O,%[)
tgx

@

m
T

2 2
[AvS) (ZK);‘COJ K-S X

X
AT D

G C

(Nota: pode ser-lhe util reparar que BEF = BAC)

cos(2x)
b) Mostreque f '(x)= —————

senz X COS2 X
¢) Determine o valor de x para a qual a area do triangulo
[ABC] ¢ minima.

(2*fase 98)

(Exames Nacionais 2000)

23. No presente ano civil, em Lisboa, o tempo que decorre
entre o nascer ¢ o por do Sol, no dia de ordem n do ano, ¢ dado
em horas, aproximadamente, por

f(n)=12,2+2,64 sen Z0*!

fun¢do seno esta expresso em radianos).
a) No dia 24 de Margo, Dia Nacional do Estudante, o
Sol nasceu as 6 e meia da manha. Em que instante ocorreu o

,ne{l,2,3,..,366} (o argumento da

(minutos arredondado as unidades).

Notas: recorde que, no presente ano, o més de Fevereiro teve
29 dias; sempre que, nos calculos, proceder a
arredondamentos, conserve, no minimo, 3 casas decimais.

b) Em alguns dias do ano, o tempo que decorre entre o
nascer ¢ o por do Sol é superior a 14,7 horas. Recorrendo a
sua calculadora, determine em quantos dias do ano € que isso
acontece. Indique como procedeu. (1°chamada)

por do Sol? Apresente o resultado em horas e minutos
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24. Um satélite S tem
uma Orbita eliptica em
torno da Terra, tal
como se representa na
figura. Tenha em
atencao que 0s
elementos nela
desenhados ndo estdo
na mesma escala. Na elipse, estdo assinalados 2 pontos: o
apogeu, que ¢ o ponto da Orbita mais afastado do centro da
Terra; o perigeu, que é o ponto da Orbita mais préximo do
centro da Terra.

O angulo x, assinalado na figura, tem o seu vértice no centro
da Terra; o seu lado origem passa no perigeu, o seu lado
extremidade passa no satélite e a sua amplitude esta
compreendida entre 0 e 360 graus. A distancia d, em km, do
satélite ao centro da Terra, é dada por

d= 7820
1+0,07cos x *

6378 km.

a) Determine a altitude do satélite (distancia a superficie
da Terra) quando este se encontra no apogeu. Apresente o
resultado em km, arredondado as unidades.

b) Num certo instante, o

satélite estd na posi¢do indicada
na figura.
A distancia do satélite ao centro
da terra ¢é, entdo, de 8200 km.
Determine o valor de x, em graus,
arredondado as unidades.

Apogeu

Considere que a Terra é uma esfera de raio

(2*chamada)

26. Considere a fun¢do f, de dominio R, definida por
f(x)=2x-cos x

a) Recorrendo ao Teorema de Bolzano, mostre que a
fungdo ftem, pelo menos, 1 zero, no intervalo ]0,x[.

b) Seja f'a fungdo derivada de f. Mostre que
f'(x)>0, VxeR, e justifique que o zero de f, cuja existéncia ¢é
garantida pelo enunciado da alinea anterior, ¢ o Unico zero
desta fungao.

c) Na figura abaixo estdo representadas: parte do
grafico da fungdo f; parte de uma recta r, cuja inclinagio ¢ 45°,
que contém o ponto A(-3,0) e que intersecta o grafico da
fun¢do f no ponto B.

Recorrendo a sua calculadora, determine a area do tridngulo
[AOB], onde O designa a origem do
referencial. Apresente o resultado Y 4

arredondado as unidades.
(2*fase)

(Exames Nacionais 2001)

32. Na figura esta representado
o grafico da fungdo f, de
dominio [0,2n], definida por
f(x)=x+2cosx

A ¢ B sdo pontos do grafico
cujas ordenadas sdo extremos
relativos de f.

32.1. Sem recorrer a -
calculadora, resolva as 2 © mE
alineas seguintes.

a) Mostre que a ordenada do ponto A ¢ %6\/3 e que a

b) Qual ¢ o contradominio de f?

do ponto B é %

32.2. Considere a recta tangente ao grafico de f no ponto
A. Esta recta intersecta o grafico num outro ponto C.
Recorrendo a calculadora, determine um valor aproximado
para a abcissa do ponto C (apresente o resultado arredondado
as décimas). Explique como procedeu (na sua explicagao, deve
incluir o grafico, ou graficos, que considerou para resolver

esta questao).
(2* chamada)

33. Considere a funcdo f, de dominio ]-m,n[, definida por
f(X): COS X
14+cosz *
alineas seguintes.
a) Estude a funcdo quanto a existéncia de assimptotas do
seu grafico.

Sem recorrer a calculadora, resolva as 3

b) Mostre que a fungdo f

7 - tem um maximo e determine-o.
c) Na figura esta
representada, em referencial o.n.
i "\' xOy, uma parte do grafico da
funcdo f. Na mesma figura esta
também representado um trapézio [OPQR]. O ponto O ¢ a
origem do referencial, e os pontos P e R pertencem aos eixos
Ox e Oy, respectivamente. Os pontos P e Q pertencem ao
grafico de f. Sabendo que o ponto R tem ordenada 1/3,

determine a area do trapézio.

(2° fase)
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(Exames Nacionais 2002)

34. Na figura estd representado um quadrado [ABCD], de
lado 1.

0 C
‘L-'

x
A E I

O ponto E desloca-se sobre o lado [AB], e o ponto F desloca-
se sobre o lado [AD], de tal forma que se tem sempre

AE = AF . Para cada posi¢ao do ponto E, seja x a amplitude
do angulo BEC (xe]n/4,m/2]).
Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, resolva as 3
alineas seguintes:

a) Mostre que o perimetro do quadrilatero [CEAF] ¢
dado, em fungéo de x, por f(z) =2 — tg% + %.

b) Calcule lim f(z) e interprete geometricamente o
7"

valor obtido.
c) Mostre que f'(z)= 2_2# e estude a funcdo
sen’r

quanto a monotonia.
(1* chamada)

36. De uma fun¢do f, de dominio [-mt,7t], sabe-se que a sua
derivada f * estd definida igualmente no intervalo [-m,7] e ¢
dada por f’(x)=x+2cos x

a) Utilizando métodos
resolva as 2 alineas seguintes:

exclusivamente  analiticos,

al) Determine o valor de lim w
z—0
a2) Estude a funcdo f quanto as concavidades do seu
grafico e determine as abcissas dos pontos de inflexdo.
b) O grafico de f contém um unico ponto onde a recta
tangente ¢ paralela ao eixo Ox. Recorrendo a sua calculadora,
determine um valor arredondado as centésimas para a abcissa

desse ponto. Explique como procedeu.
(2* chamada)

37. Considere uma circunferéncia de centro C e raio 1,
tangente a uma recta r. Um ponto P comega a deslocar-se
sobre a circunferéncia, no sentido indicado na figura.
Inicialmente, o ponto P encontra-se a distdncia de 2 unidades
darectar.

Seja d(a) a distancia de P a r, apds uma rotagdo de amplitude
a. Qual das igualdades seguintes é verdadeira para qualquer n°
real positivo a.?

(A) d(a)=1+cosa
(C) d(a)=1-cosa

(B) d(a)=2+sena.
(D) d(o)=2-sena
(2° fase)

(Exames Nacionais 2003)

39. Na figura esta representado a sombreado um poligono
[ABEG].
G F

A 2 B

Tem-se que: [ABFG] ¢ um quadrado de lado 2; FD ¢ um arco
de circunferéncia de centro em B; o ponto E move-se ao longo
desse arco; em consequéncia, o ponto C desloca-se sobre o
segmento [BD], de tal forma que se tem sempre

[EC]L[BD]; x designa a amplitude, em radianos, do angulo
CBE, x € [0,m/2]

a) Mostre que a area do poligono [ABEG] ¢ dada, em fungao
de X, por A(X)=2(1+senx+cosX)

Sugestao: pode ser-lhe 1til considerar o trapézio [ACEG]

b) Determine A(0) e A(n/2). Interprete geometricamente cada
um dos valores obtidos.

¢) Recorra a calculadora para determinar graficamente as
solucdes da equacio que lhe permite resolver o seguinte
problema:

Quais sdo os valores de x para os quais a area do poligono
[ABEG] é 4,3?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes de alguns pontos.
Apresente os valores pedidos na forma de dizima,
arredondados as décimas.

(1* chamada)

40. Considere a expressio f(x)=a+bsen’x. Sempre que se
atribui um valor real a a e um valor real a b, obtemos uma
funcao de dominio R.

a) Nesta alinea, considere a=2 e b= -5. Sabe-se que tgd=1/2.

Sem recorrer a calculadora, calcule f(0).
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b) Para um certo valor de a e um
certo valor de b, a fungdo ftem o
seu grafico parcialmente
representado na figura junta.

Conforme essa figura sugere,
tem-se: o contradominio de f é [-
3,1]; 0 e ™ e sdo maximizantes; -
7/2 e /2 sdo minimizantes.
Determine a e b.

(2* chamada)

41. Na figura esta
B 10 '

representado um
trapézio rectangulo T P
[ABCD], cujas bases =
tm 10 e 30 unidades | 7
de comprimento e a A 30 b

altura tem 10 unidades

de comprimento.

Considere que um ponto P se desloca sobre o lado [AB]. Para
cada posic¢do do ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do
angulo PDA. Pretende-se determinar o valor de X para o qual o
segmento [PD] divide o trapézio em 2 figuras com a mesma
area. Qual das equagdes seguintes traduz este problema?

30° senzx 30% tg

—_— =1 = 100
@z " @ e

3U‘><125'Eﬂ.15 = 150 w_lﬁﬂ
© (D)

(2° fase)

42. Considere a funcdo f, de dominio [-n/2,37/2], definida por
f(x)=x+sen x. Sem recorrer a calculadora, resolva as 3 alineas
seguintes.

a) Utilizando a definicdo de derivada de uma fungdo num
ponto, calcule f (0).

b) Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do
seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexao.

c¢) Determine os valores de X, pertencentes ao intervalo
[-m/2,31/2], tais que f(x)=x + cos X.

(2° fase)

43. A Rita esta a participar num concurso de langamentos de
papagaios de papel. No regulamento do concurso, estdo as
condigdes de apuramento para a final, que se reproduzem a
seguir.

Apos um certo instante, indicado pelo juri:

- 0 papagaio ndo pode permanecer no ar mais do que um
minuto;

- o papagaio tem de permanecer, pelo menos durante 12
segundos seguidos, a uma altura superior a 10 metros;

- 0 papagaio tem de ultrapassar os 20 metros de altura.

Admita que a distancia, em metros, do papagaio da Rita ao
solo, t segundos apds o instante indicado pelo juri, ¢ dado por
d(t)=9,5+7sen(t/200)+5cos(t/4)

(os argumentos das fungdes seno e co-seno estdo expressos em
radianos). Note-se que, a partir do instante em que o papagaio
atinge o solo, a distancia deixa de ser dada por esta expressao,
uma vez que passa a ser (naturalmente) igual a zero.

Deverd a Rita ser apurada para a final? Utilize a calculadora
para investigar esta questdo. Numa pequena composi¢do, com
cerca de 10 linhas, explicite as conclusdes a que chegou,
justificando-as devidamente. Inclua, na sua resposta, os
elementos recolhidos na utilizagdo da calculadora: graficos e
coordenadas de alguns pontos (coordenadas arredondadas as
décimas).

(2" fase)

(Exames Nacionais 2004)

44. A figura 1 representa um depdsito de forma cilindrica,
que contém um certo volume de um combustivel.

B B
Figura 1 Figura 2

Admita que a funcdo V, de dominio [0,2x], definida por
V(x)=80(x-senx), da o volume, em metros cubicos, de
combustivel existente no deposito, em fungdo da amplitude X,
em radianos, do arco ABC (que, como se sabe, ¢ igual a
amplitude do angulo ao centro correspondente, assinalado na
figura 2).

a) Qual ¢ a capacidade total do deposito, em metros
cubicos? Apresente o resultado arredondado as unidades.
Nota: se, nos calculos intermédios, proceder a
arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas decimais.

b) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solugdo da equacdo que lhe permite resolver o seguinte
problema: Qual terd de ser a amplitude, em radianos, do
arco ABC, para que existam 300 m® de combustivel no
deposito?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou _graficos, obtido(s).
Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as
décimas.

¢) Determine, em metros cubicos, o volume do combustivel
existente no depdsito, no momento em que a sua altura ¢ Y4
da altura maxima.

Apresente 0
unidades.
Nota: se, nos calculos intermédios, proceder
a arredondamentos, conserve, no minimo,
trés casas decimais.

d) Admita agora que o depodsito esta vazio e que, num certo
instante, se comeg¢a a introduzir combustivel a uma taxa
constante, até ficar cheio, o
horas apds o instante em que MU_I_.
comeg¢a a ser introduzido.

que acontece ao fim de cinco
Qual dos graficos seguintes pode ser o da funggo h?

resultado arredondado as

horas.

Seja h(t) a altura do

combustivel no depdsito, t

Trigonometria — alguns exercicios saidos em exames (12.° ano) - pag. 4 |




Mais exercicios de 12.° ano: www.prof2000.pt/users/roliveira0/Exerc12°.htm

Numa pequena composicdo, com cerca de dez linhas, indique
as razdes que o levam a rejeitar os restantes graficos (indique

trés razdes, uma por cada grafico rejeitado).
(A) (B)
1 w4

t 0 5 t
(1* fase)

45. Na figura estd representada parte do grafico de uma
fun¢do periodica.

Qual dos valores seguintes podera ser periodo desta fungdo?

(A)n/9 (B)2n/9 (C)2n/3  (D)4n/3
(2* fase)

46. Duas bolas de plastico com o mesmo raio, uma branca e
outra preta, flutuam na superficie de um liquido contido num
recipiente.

Por acc¢do de uma forga exterior, o liquido perdeu o estado de
repouso em que se encontrava, tendo a distancia de cada uma
das bolas a base do recipiente deixado de ser constante.
Designando por b(t) e p(t) as distancias, em cm, dos centros
das bolas (branca e preta, respectivamente) a base do
recipiente, t segundos apds o inicio da perturbagdo, admita
que se tem: b(t)=10+e""sen(nt), 0
p(H)=10-1,37e*"sen(xt), =0
O a) Sem recorrer a
T calculadora, resolva

.T e

seguinte

b(t) problema:
P Durante 0s
l 1 primeiros cinco
segundos apds o

inicio da perturbacdo (instantes 0 e 5 incluidos), houve alguns
instantes em que as duas bolas estiveram a igual distancia da
base do recipiente. Quantas vezes isso aconteceu?

b) Determine a distancia que vai do centro da bola branca ao
centro da bola preta, meio segundo apds o inicio da
perturbacdo, sabendo que, nesse instante, a distincia entre as
respectivas projecgdes horizontais (na base do recipiente) ¢
de 2,5 cm. Apresente o resultado em cm, arredondado as
décimas.

Nota: sempre que, nos
calculos intermédios,
proceder a

arredondamentos,
conserve, no minimo,

duas casas decimais.
(2" fase)

R ©

|-—2,5 cm —-|

(Exames Nacionais 2005)

47. Considere a fun¢ao f, de dominio R, definida por

f(x) = cos x. Qual das expressdes seguintes da a derivada de f,
no ponto n?

. 3 1
(A) lim €98t

(B) lim <052=7

T z—0
(C) lim $B52 (D) lim S22
T z—0

(1*fase)

48. Na figura estd representada uma circunferéncia com
centro no ponto O e raio 3. Os diametros [EF] ¢ [GH] sdo
perpendiculares.

Considere que o ponto B se desloca sobre o arco FG.

Os pontos A, C e D acompanham o movimento do ponto B,
de tal forma que: as cordas [AB] e [CD] permanecem
paralelas a [EF]; [AD] e [BC] sdo sempre diametros da
circunferéncia.

Os pontos I e J também acompanham o mesmo movimento,
de tal forma que sdo sempre os pontos de interseccdo de
[GH] com [AB] e [CD], respectivamente. Para cada posicéo
do ponto B, seja x a amplitude, em radianos, do angulo FOB

(xe I:O, %} ).

a) Mostre que a area da regido sombreada ¢ dada, em
fun¢do de x, por A(x)=18(x+sen x-cos X)

Sugestdo: use a decomposigdo sugerida na figura.

b) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solucdo da equacdo que lhe permite resolver o seguinte
problema: Qual é o valor de x para o qual a area da regido
sombreada ¢é igual a metade da area do circulo?

Apresente todos os elementos recolhidos na utilizacdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes, de algum, ou de alguns,
ponto(s). Apresente o resultado na forma de dizima,

arredondado as centésimas.
(1*fase)
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49. Na figura esta circulo

trigonométrico.

/o,
%

Considere que um ponto P parte de A(1,0) e se desloca sobre
uma circunferéncia, dando uma volta completa, em sentido
contrario ao dos ponteiros do reldgio. Para cada posigdo do
ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do dngulo orientado

junta representado o

cujo lado origem é a semi-recta OA e cujo lado extremidade
¢ a semi-recta OP (xe [O, 27[] ). Seja g a funcdo que, a cada
valor de x, faz corresponder a area da regido sombreada

(regido limitada pelo segmentos de recta [OP], [PA] e [AO]).
Qual dos seguintes graficos pode ser o da fungao g?

a) {B)
0 ¥
in
0 I x [7) \/ x
(€) D)
¥ rt
0 27T x 0 2% x
(2*fase)

50. Seja f a fungdo, de dominio [0.27], definida por f(x)=sen
X

a) Na figura estdo representados: o grafico da funcéo f;
duas rectas, r e S, tangentes ao grafico de f, nos pontos de
abcissa a e b, respectivamente.

Prove que, se a+b=2m, entdo as rectas r e S sdo paralelas.
b) Sem recorrer a calculadora, estude, quanto a existéncia
de assimptotas do seu grafico, a funcdo ¢, de dominio

0.2x[\{x, definida por g(z) = fé)

(2*fase)

Na figura estdo representadas uma semi-recta AB e uma
circunferéncia de centro O e raio 1 (os pontos O, A ¢ B sio
colineares; o ponto A pertence a circunferéncia).

Considere que um ponto P se desloca ao longo da semi-recta

AB , nunca coincidindo com o ponto A.
Os pontos R e S acompanham o movimento do ponto P, de
tal forma que as rectas PR ¢ PS sdo sempre tangentes a
circunferéncia, nos pontos R e S, respectivamente. Seja o a
amplitude, em radianos, do angulo SOR (a.€]0,x[).

a) Mostre que a area do quadrilatero [ORPS] ¢ dada, em

fungdo de a., por f(a) = tg(%)

b) Calcule lim f(a) e interprete geometricamente o

a—>r

resultado obtido.

¢) Recorra a calculadora para determinar graficamente a
solugdo que lhe permite resolver o seguinte problema: Qual é
o valor de o para o qual a area do quadrilatero [ORPS] ¢é
igual & 4area da regido sombreada? Apresente todos os
elementos recolhidos na utilizagdo da calculadora,
nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s), bem como
coordenadas relevantes, de algum, ou de alguns, ponto(s).
Apresente o valor pedido na forma de dizima, arredondado as
décimas.

(Epoca especial)

(Exames Nacionais 2006)

51. Na figura est4 representada uma esfera suspensa de um fio
com 1 metro de comprimento, fixo no ponto O.

r

O centro da esfera oscila entre os pontos A e B, que sdo
simétricos relativamente a recta vertical r. A recta r passa pelo
ponto O e ¢ perpendicular a recta OS. No instante inicial, o
centro da esfera coincide com o ponto A.

Admita que, t segundos apds esse instante inicial, o centro da
esfera esta num ponto P tal que a amplitude, em radianos, do
angulo SOP ¢ dada  (aproximadamente)  por
alt) = & - & cos({A5 1)
Nas duas alineas seguintes, ndo utilize a calculadora, a ndo ser
para efectuar eventuais calculos numéricos.

a) Determine a distancia do centro da esfera a recta OS, no
instante inicial.

b) Determine o instante em que o centro da esfera passa
pela primeira vez na recta r. Apresente o resultado em
segundos, arredondado as décimas.

(1*fase)
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52. Na figura esta representado, em referencial o.n. xOy, um
arco AB, que esta contido na circunferéncia de equagao
xX+y’=1.

¥ A

(4] ¢ B x

O ponto C pertence ao eixo Ox e o segmento de recta [AC] ¢
perpendicular a este eixo. a é a amplitude, em radianos, do
angulo AOB. Qual ¢ a expressdo que da o perimetro da regido
sombreada, em fungdo de a?
(A) mxatsen a+cos a
(C) 1+a—sen a+cos o

(B) mxa+sen a+1—cos a

(D) 1+a+sen a—cos o
(2*fase)

53. Como sabe, a Terra descreve uma orbita eliptica em torno
do Sol. Na figura esta representado um esquema dessa oOrbita.
Estd assinalado periélio, o ponto da oOrbita da Terra mais
proximo do Sol.

Na figura esta assinalado um angulo de amplitude x radianos
(x €[0,2x[) . Este angulo tem o seu vértice no Sol, o seu lado
origem passa no periélio e o seu lado extremidade passa na
Terra. A distancia , em milhdes de quilémetros, da Terra ao
Sol, é (aproximadamente) dada, em fungdo de X, por
d=149,6(1-0,0167cos X)

a) Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efectuar
eventuais calculos numéricos, determine a distdncia maxima e
a distdncia minima da Terra ao Sol. Apresente os valores
pedidos em milhdes de quilometros, arredondados as décimas.

b) Sabe-se que X verifica a relagdo

27t
T

* t é 0 tempo, em dias, que decorre desde a passagem da Terra
pelo periélio até ao instante em que atinge a posi¢do
correspondente ao angulo X;

=12 —0,0167 sen x , em que

* T é o tempo que a Terra demora a descrever uma orbita
completa (365,24 dias).

b;) Mostre que, para X = 7, se tem ¢ = % Interprete este

resultado no contexto da situagdo descrita.

b,) Sabe-se que a Ultima passagem da Terra pelo periélio
ocorreu a uma certa hora do dia 4 de Janeiro. Determine a
distancia a que a Terra se encontrava do Sol, @ mesma hora do
dia 14 de Fevereiro. Apresente o resultado em milhdes de
quilometros, arredondado as décimas. Nos valores
intermédios, utilize, no minimo, quatro casas decimais.

Nota: a resolugdo desta questdo envolve uma equagdo que
deve ser resolvida graficamente, com recurso a calculadora;
apresente todos os elementos recolhidos na utilizacdo da
calculadora, nomeadamente o grafico, ou graficos, obtido(s),
bem como coordenadas relevantes de algum, ou de alguns,
ponto(s).

(2*fase)

. Na figura junta, estd representado o circulo
trigonométrico.

Os pontos A, B e C tém coordenadas (1,0), (0,1) e (0,-1),
respectivamente. O ponto P desloca-se ao longo do arco AB,
nunca coincidindo com o ponto B. Para cada posi¢do do ponto
P, seja X a amplitude do angulo AOP, e seja f(X) a area do
triangulo [OPC]. Qual das expressdes seguintes define a
fungao ?
(A) % (B) % (C) SCH.’L"QPCOS{E (D) SCHSCQ‘COS{E

(Epoca especial)

(Exames Nacionais 2007)

54. Considere as fungdes f e g, definidas em R por

fa) ="
definida em R por h(z) = f'(z) — g'(x)

Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efectuar eventuais
calculos numéricos, resolva os dois itens seguintes:
a) Mostre que a fungdo h tem, pelo menos, um zero no

e ¢g(z) = senz . Considere ainda a fungdo h,

intervalo ]O,g[

b) Tendo em conta a), justifique que existe a e]O,%[ tal

que as rectas tangentes aos graficos de f e g, nos pontos de

abcissa a, sdo paralelas.
(1*fase)

55. Seja  f:[0,2z7] >0 a fungdo definida por
f(z) = 3 —2cosz . Indique o valor de x para o qual f(x) é
maximo.

®wo  ®I Oz O

(2*fase)

56. Na figura seguinte esta representada uma artéria principal
do corpo humano, cuja sec¢do é um circulo com raio R, e uma
sua ramifica¢@o, mais estreita, cuja sec¢do é um circulo com
raio r.
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A secc¢do da artéria principal tem area A e a da ramificacdo
tem area a. Seja 6 6]0,%[ a amplitude, em radianos, do
angulo que a artéria principal faz com a sua ramificagdo
(medida relativamente a duas geratrizes complanares dos dois

cilindros). Sabe-se que a = A~/cos@ . Admitindo que o
modelo descrito se adequa com exactiddo a situagdo real,
determine 6 no caso em que os raios referidos verificam a

relagio R = /2 r
(Exame Nacional 2* fase 2007)

(Teste intermédio e exames Nacionais 2008)

57. Na figura esta representado o circulo trigonométrico.
A v

Tal como a figura sugere, O é a origem do referencial, Q
pertence a circunferéncia, P ¢ o ponto de coordenadas (1,0) e
R ¢ o ponto de coordenadas (—1,0). A amplitude, em radianos,

do angulo POQ ¢ 57” Qual é o valor, arredondado as
centésimas, da area do tridngulo [OQR]?

(A) 0,39 (B) 0,42 (C) 0,46 (D) 0,49
(Intermédio 2)

58. Seja f a fungdo de dominio [—7, +oo[ , definida por:
—4x+1

Estude a fungéo f quanto a existéncia de assimptotas do seu
grafico, paralelas aos eixos coordenados, escrevendo as suas

equagdes, caso existam.
(1*fase)

60. Considere a fung¢do ¢, de dominio [ , definida por
g(z) = 2 + sen(4x) . Resolva, usando métodos analiticos, os

dois itens seguintes.
Nota: A calculadora pode ser utilizada em eventuais calculos
intermédios; sempre que proceder a arredondamentos, use
duas casas decimais.

a) Determine ¢'(0), recorrendo & defini¢do de derivada de

uma fung@o num ponto.

b) Estude a monotonia da fungdo g, no intervalo ]O,%[,

indicando o valor dos extremos relativos, caso existam, € 0s

intervalos de monotonia.
(2*fase)

Seja a funcdo f, de dominio [0, m], definida por
f(z) = 2sen(z) - cos(x) + 2. O grafico da fungdo f intersecta

e se >0 a recta y = 1 num s6 ponto. Determine, recorrendo
f(@) =13sen (x) exclusivamente a métodos analiticos, as coordenadas desse

——— se 7m<r< 0 ponto. .

T (Epoca especial)
(Teste intermédio e exames Nacionais 2009)

62. Na figura 3 estdo Para cada posi¢do do ponto P, seja X a amplitude, em
representados: . uma radianos, do angulo
circunferéncia de centro O ¢ 3B A o orientado que tem por
raio 1; * dois pontos, A ¢ B, [ lado origem a semi-
sobre a circunferéncia, 3

tais que [AB] ¢ um didmetro;
« uma semi-recta OA; * um
segmento de recta [PQ]
Considere que:

* 0 ponto P, partindo de A, se desloca sobre a circunferéncia,
dando uma volta completa, no sentido indicado pelas setas da
figura 3

Figura 3

+ 0 ponto Q se desloca sobre a semi-recta OA , acompanhando
o movimento do ponto P, de tal forma que se tem sempre

PQ =3

recta OA e por lado
extremidade a semi-

|
i
i
|
o
1

recta OP (ver figura ¢
4). Seja d a funcdo
que, a cada valor de X
pertencente a [0,27],
associa a distancia,
d(x), do ponto Q ao ponto O.

a) Considere as seguintes afirmacdes sobre a fungdo d e
sobre a sua derivada, d’ (a fun¢do d tem derivada finita em
todos os pontos do seu dominio).

di’e)

Figura 4
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L. d(0) = 2d(x)

II. Vz € [0,27],d"(z) < 0

Elabore uma pequena composicdo na qual indique,
justificando, se cada uma das afirmagdes é verdadeira, ou
falsa.

Nota: neste item, ndo defina analiticamente a fungdo d; a sua
composicdo deve apoiar-se na forma como esta funcdo foi
apresentada (para cada valor de X, tem-se que d(x) ¢ a distancia
do ponto Q ao ponto O).

b) Defina analiticamente a fungdo d no intervalo ]O,%[

(isto é, determine uma expressdo que dé o valor de d(x), para
cada X pertencente a este intervalo).

Sugestao: trace a altura do tridngulo [OPQ)] relativa ao vértice
P, designe por R o ponto de interseccdo desta altura com a

semi-recta OA, e tenha em conta que 0Q = OR + RQ .
(Intermédio 3)

63. Para um certo nimero real positivo k , ¢ continua a fungéo
f, de dominio R, definida por

log (k+z) se 20

_ 2
= sen(2z) se x<0

Qual ¢ o valor de k?
(A)1(B)2(C)3(D)4
(1* fase)

64. Na figura 1, esta representado i
um tridngulo inscrito numa '
circunferéncia de centro O e raio /
igual a 1. Um dos lados do | [\ \
triingulo ¢ um didmetro da | | ¢ |
circunferéncia. Qual das !
expressdes seguintes representa,
em fungdo de X, a area da parte ~
sombreada?

(A) & — sen(2z)

B) %— sen(2z) (C) w — 2sen(2z) (D) 7 — senf:p)
(1* fase)
65. Seja f a fungdo, de dominio [0, g ], definida por

f(z) = sen(2z) cos x .

a) Determine, recorrendo a métodos exclusivamente
analiticos, a equacdo reduzida da recta tangente ao grafico de
f, no ponto de abcissa 0.

b) No dominio indicado, determine, recorrendo as
capacidades graficas da sua calculadora, um valor,
aproximado as décimas, da area do tridngulo [ABC ], em que:
* A é o ponto do grafico da fungdo f cuja ordenada é maxima;

* B e C s@o os pontos de intersec¢do do grafico da fungéo f
com a recta de equagdo y =0,3 .

Reproduza, na folha de respostas, o grafico, ou graficos,
visualizado(s) na calculadora, devidamente identificado(s),
incluindo o referencial. Desenhe o tridngulo [ABC],
assinalando os pontos que representam os seus vértices.

Nota: Nas coordenadas dos vértices em que é necessario fazer
arredondamentos, utilize duas casas decimais.

(2° fase)

Seja a fung¢do f, de dominio [0,n[, definida por

f(z)=¢" -cosx.

a) Estude, recorrendo exclusivamente a métodos analiticos,
a fungdo f, quanto & monotonia e quanto a existéncia de
extremos relativos, indicando os intervalos de monotonia e,
caso existam, os extremos relativos.

b) Determine, recorrendo as capacidades graficas da sua
calculadora, um valor, aproximado as décimas, da area do
trapézio [OABC ], em que:

* O ¢ a origem do referencial;

* A é 0 ponto de intersec¢do do grafico da fungdo f com o eixo
Oy;

* B ¢ o ponto do grafico de f, tal que a recta AB ¢é paralela ao
eixo OX;

* C ¢ o ponto de intersecc¢do do grafico da funcédo f com o eixo
Ox.

Reproduza, na folha de respostas, o grafico visualizado na
calculadora, incluindo o referencial. Desenhe o trapézio
[OABC] , assinalando os pontos que representam os seus
vértices.

Nota: Nas coordenadas dos vértices em que € necessario fazer

arredondamentos, utilize duas casas decimais.
(Epoca especial)
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(Teste intermédio e exames Nacionais 2010)

66. Na figura 2, esta representado
um tridngulo rectangulo [ABC],
cujos catetos, [AB] e [BC], medem
5 unidades. Considere que um ponto
P se desloca sobre o cateto [BC],
nunca coincidindo com B nem com
C. Para cada posi¢do do ponto P,
seja X a amplitude, em radianos, do

angulo BAP (z 6]07%[). Seja f a

T
A |

" |
A B
e

Figura 2

funcgdo que, a cada valor de X, faz corresponder o perimetro do
triangulo [APC]. Resolva os itens a) e b), usando
exclusivamente métodos analiticos.

a) Mostre que f(z) = 5 _ Stgr + \/% +5
COosS ™

b) Seja r a recta tangente ao grafico da fungdo f no ponto de

abcissa % . Determine o declive da recta r

c¢) Existe um valor de X para o qual o perimetro do tridngulo
[APC] ¢ igual a 16. Determine esse valor, arredondado as
centésimas, recorrendo as capacidades graficas da calculadora.
Apresente o(s) grafico(s) visualizado(s) na calculadora e

assinale o ponto relevante para a resolugdo do problema.
(Intermédio 3)

67. Considere a fun¢do f, de dominio ]—0,27], definida por

ar+ b+ e* =<0

flz) =

T — sen(2x)

se

com a, b € B

se < ao<2m

I

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

a) Prove que a recta de equacdo y=ax+b, com a # 0, é uma
assimptota obliqua do grafico de f

b) Determine o valor de b, de modo que f seja continua em
x=0

(1* fase)

69. Um deposito de combustivel tem a forma de uma esfera.
A Figura 6 e a Figura 7 representam dois cortes do mesmo
depdsito, com alturas de combustivel distintas. Os cortes sdo
feitos por um plano vertical que passa pelo centro da esfera.

_"1

Figura &

Figura 7

Sabe-se que:

* 0 ponto O ¢ o centro da esfera;

* a esfera tem 6 metros de didmetro;

* a amplitude 0, em radianos, do arco AB ¢ igual a amplitude
do angulo ao centro AOB correspondente.

A altura AC, em metros, do combustivel existente no
deposito ¢ dada, em fungdo de 6 , por h, de dominio [0,x].
Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.
a) Mostre que h(0) = 3 — 3 cos @ , para qualquer 6 €]0, 7|
b) Resolva a condi¢do h(6) =3, € €]0,7]. Interprete o

resultado obtido no contexto da situa¢do apresentada.
(2* fase)

Considere a fungdo f, de dominio ]0,x[, definida por
f(z) = Inx x cos z . Sabe-se que:

* O ¢ a origem do referencial;

* A é 0 ponto de intersec¢do do grafico da fungdo f com o eixo
Ox, que se situa mais proximo da origem O;

* B ¢ o ponto de intersec¢do do grafico da fungdo f com a recta
bissectriz dos quadrantes pares.

Determine a 4area do triangulo [OAB], recorrendo as
capacidades graficas da sua calculadora. Na sua resposta,
deve:

* reproduzir o grafico da funcdo, ou os graficos das fungdes,
que tiver necessidade de visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s), incluindo o referencial,

* indicar as coordenadas dos pontos A e B, arredondando as
milésimas as coordenadas do ponto B ;

* desenhar o tridingulo [OAB], assinalando os pontos que
representam os seus vértices;

» apresentar o resultado pedido, com arredondamento as

centésimas.
(Epoca especial)

Admita que, numa certa marina, a profundidade da agua,
em metros, t horas apds as zero horas de um certo dia, ¢ dada

por P(t) = 2005(% t)+ 8, em que ¢ € [0,24]. Resolva os

dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente
analiticos.

a) Determine a profundidade da agua da marina as trés horas
da tarde, desse dia.

b) Determine, recorrendo ao estudo da fungdo derivada, a
profundidade minima, em metros, da agua da marina, nesse
dia.

(Epoca especial)
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(Teste intermédio e exames Nacionais 2011)

70. Seja f a funcio, de dominio R, definida por

il Gk <241
fI:I}= e se 0=z
TE*+2ET g2 z= 1

Resolva os trés itens seguintes sem recorrer a calculadora.

a) Averigue se a fung¢do f é continua em x =1

b) O grafico da fungdo f tem uma assimptota obliqua.
Determine a equagio reduzida dessa assimptota.

f(z) — et 2
z 3
(Intermédio 3)

¢) Resolva, no intervalo [1,+o0[, a equagdo

71. Na Figura 3, estd representada uma circunferéncia de
centro no ponto O ¢ raio 1.

Figura 3

Sabe-se que:

* 0 ponto A pertence a circunferéncia;

* 0s pontos O, A, e B sdo colineares;

* 0 ponto A esta entre o ponto O e o ponto B

« 0 ponto P desloca-se ao longo da semi-recta AB, nunca
coincidindo com o ponto A

« d ¢ a distancia do ponto A ao ponto P

* para cada posi¢cdo do ponto P, o ponto Q ¢ um ponto da
circunferéncia tal que a recta PQ ¢ tangente a circunferéncia;

* X é a amplitude, em radianos, do 4ngulo OPQ (z €]0, % D
Seja f a fungdo, de dominio |0, % [, definida por

F(z) = 175¢"  Resolva os dois itens seguintes sem recorrer
senr

a calculadora.

a) Mostre que d = f(x)

b) Considere a seguinte afirma¢ao: «Quanto maior ¢ o valor
de X, menor € o valor de d»
Averigie a veracidade desta afirmacdo, comecando por

estudar a fungéo f quanto a monotonia.
(Intermédio 3)

72. Seja f a fungdo, de dominio ]0,3[, definida por
f(z) = zlnz + sen(2z). O ponto A pertence ao grafico da

fungdo f. Sabe-se que a recta tangente ao grafico da funcéo f
no ponto A tem declive 3. Determine a abcissa do ponto A

Na resolugdo deste item deve:

* traduzir o problema por uma equacao;

» resolver graficamente essa equacdo,
calculadora;

« indicar o valor pedido arredondado as centésimas.

recorrendo &

Deve reproduzir e identificar o grafico, ou os graficos, que
tiver necessidade de visualizar na calculadora, incluindo o
referencial, e deve assinalar, no(s) grafico(s), o(s) ponto(s)

relevante(s).
(Intermédio 3)

74. Na Figura 5, esta representada,
num referencial o. n. xOy, parte
do grafico da fungdo f , de ;

dominio R, definida por

f (X) = 4cos(2x). Sabe-se que:

* os vértices A e D do trapézio
[ABCD] pertencem ao eixo Ox

* 0 vértice B do trapézio [ABCD]
pertence ao eixo Oy

* 0 vértice D do trapézio [ABCD]

L7 o A ®

tem abcissa — 7~
6 Figura 5
* os pontos A e C pertencem ao

grafico de f
* arecta CD ¢ paralela ao eixo Oy
Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

a) Determine o valor exacto da area do trapézio [ABCD]

b) Seja f' a primeira derivada da fungdo f, e seja f" a
segunda derivada da fun¢ao f. Mostre que

flz)+ f'(z) + f"(z) = —4(3 cos(2z) + 2sen(2z)),
para qualquer niimero real X

(1* fase)

75. Para um certo numero real positivo, k, a fun¢do g definida

em R por
fens
3 se >0 ¢ continua.
glz) =4 ¥
In(k-z) se z<0 Qual ¢ o valorde k ?

) e B) & (©) £ (D)3e
(2° fase)

76. Na Figura 2, esta representado, num referencial o. n. xOy,
o circulo trigonométrico.

ty

Figura 2
Sabe-se que:

* C ¢ o ponto de coordenadas (1, 0)
* os pontos D e E pertencem ao eixo Oy
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* [AB] é um diametro do circulo trigonométrico
* as rectas EA e BD sdo paralelas ao eixo Ox
* 0 é a amplitude do angulo COA

. 0€)0,”
<. Z |

Qual das expressdes seguintes da o perimetro da regido
sombreada na Figura 2?
(A) 2 (cos © +senB) (B)cosO+senb

(C©)2(1+cosB+senB) (D)1+cosO+senbd
(2° fase)

77. Considere a fungéo f, de dominio |0, g [, definida por

f(x) =™+ cos x — 2%

Sabe-se que:

* B é um ponto do grafico de f

* a recta de equagdo y = 8X ¢ paralela a recta tangente ao
grafico de f no ponto B

Determine, recorrendo a calculadora grafica, a abcissa do
ponto B

Na sua resposta, deve:

* equacionar o problema;

* reproduzir o grafico da func¢do ou os graficos das fungdes
que tiver necessidade de visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

» indicar a abcissa do ponto B com arredondamento as

centésimas.
(2° fase)

78. Para a, b e n, nimeros reais positivos, considere a fungdo
f, de dominio R, definida por f(z) = a cos(nz) + bsen(nz)

Seja f" a segunda derivada da fungdo f. Mostre que

f"(z) + an(:L’) = 0, para qualquer nimero real X
(2" fase)

De duas fungdes f e g sabe-se que:
» f tem dominio R e é definida por f(X) = & — 4sen(5x)

+ g tem dominio |- %,—%[ e g', primeira derivada de g,

s 2 T T
tem dominio |- 2% - %[, g'(z) = log (-% -z
=551 9'(@) =log (-~ 2)
Resolva os itens a) e b) recorrendo a métodos exclusivamente
analiticos.

a) Calcule o valor de lim 5%
a0 f(z)-7
b) Estude a func¢do g quanto ao sentido das concavidades do
seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexdo no
3
Resolva o item c) recorrendo as capacidades graficas da sua
calculadora.

intervalo | — 2?”,— i

¢) Seja h a fungdo, de dominio |- 2%,—%[, definida por

h(z) = f(z) - g(x)

O ponto A pertence ao grafico da fungéo h

Sabe-se que a recta tangente ao grafico da fungdo h no ponto
A ¢ paralela ao eixo Ox

Determine a abcissa do ponto A.

Na sua resposta, deve:

* equacionar o problema;

» reproduzir o grafico da funcdo, ou os graficos das fungdes,
que tiver necessidade de visualizar na calculadora,
devidamente identificado(s), incluindo o referencial,

« indicar a abcissa do ponto com arredondamento as décimas.
(Epoca especial)

Solu(;6es: 1.5 cm; 1/4 em 1/47; ~44,4cm/s; te[0,1/24[U]5/24,7/24[U]11/24,1/2] 2. m/4; ndo 3 Iog(-az); le+3 3.C 4.B;D

5.B 6.D 7.A 8.D 9.7m; 17; {5,25,65} ¢ 5’; Sm 10.C 11. {0,27/3,1t}; x=m/2 12. 12 km; 7t/6

13. A 15.B 16.7w/4 17.0; 1 (quadrado) 18. f cont. em R\{0}; max=1+4/e 19. P,(57/6,-Y3/2);
c0s(2x-51/6)<y<sen(2x) A 0<x<m/3 20. triang . rect. e isosc. 2l.w 22.D 23. 18h50m; 38 24.2031; 229°

25.D 26.8 27.A 28. cont. direita; (0,7;0,5) 29. 1 30. +o0 31.A 32. [(57:-6\/3)/6,27'c+2]; 3,8 33. x=tm; Y; 51/36
34. 4; crescente 35.A 36.2; m/6 ¢ 51/6; -1,03 37.A 38. y=1/3; In(3e); {0,1,4,5,6} 39.4,02 ¢ 1,4 40.1;1e-4

41.B 42.2;0em; /4 e 5n/4 43.sim  44.503;3,4;98;B 45.D 46.6; 3,4 47. A 48.0,42

49. A 50. x=m e Xx=27 51.3/2; 0,5 52.D 53.152,1 e 147,1; 147,7 55.C 56.n/3  57.A 58. x=0; y=0

59.2 60.4;1¢3 61.B 62.1 Verd.; d(X)=cosx+V(4-sen’X) 63.D 64. A 65.y=2x;0,2

El. +o0; 2,2 E2.B E3.14¢e3 E4.B E5. (3n/4,1) E6. A E7.1; 14

O professor: RobertOliveira
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