Curso de Formagéao
Numero e grandeza: de Pitdgoras e Zendo ... a Galileu e Descartes

O Paradoxo da Escudela de Galileu

“O infinito! Nunca outra ideia perturbou
tdo profundamente o espirito do Homem !
David Hilbert

“... mas recordemo-nos que estamos entre os infinitos e os indivisiveis, aqueles
incompreensiveis para 0 nosso intelecto finito pela sua magnitude, e estes pela sua
pequenez.”

Pensamento de Galileu nas palavras de Salviati na
obra “Discursos e Demonstragdes Matematicas acerca de
duas novas Ciéncias...”, (1638).

Considere-se um cilindro e elimine-se a semi-esfera, de raio igual a altura do

cilindro e cujo centro esta na base superior do cilindro. Obtém-se assim uma espécie de
taca ou malga que designaremos por escudela.
Considere-se também um cone recto cuja base é a base do cilindro e cuja altura é

a do cilindro.
Seja & um qualquer plano que secciona a malga e o cone, a mesma distancia

da base superior do cilindro e do vértice do cone. As sec¢des obtidas sao,

respectivamente, uma coroa circular e um circulo.
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Tendo em atengdo a figura seguinte, podemos considerar que os solidos em
causa séo obtidos quando a figura gira em torno do eixo EF.

Dados da figura:
- E é o centro do semicirculo AFB de didmetro AB; A E B
- ACDB rectéangulo circunscrito ao semicirculo;
- EF perpendicular a AB e a CD; Y I J \ M
- GM paralelo a CD.
c F D

Problema I: Provar que a &rea da coroa circular e a &rea do circulo sdo iguais.

Consideremos um plano paralelo a base da escudela, por exemplo, o plano que
contém a recta GM. Como ja observamos, este plano secciona o cone num circulo e a

escudela numa coroa circular.

Tendo em atencdo os dados da figura, o ~
triangulo HJE é rectangulo em J. G H I K
Pelo Teorema de Pitagoras (Elementos I, ?
47), podemos afirmar que:
C F

EH =HI*+EJ’°
Mas:
EH= AE (raio da esfera) e, por outro lado, AE =GJ, donde EH=GJ

EJ= , pois o triangulo EIJ é isdsceles (aplique-se Elementos VI, 2 ao
triangulo CFE, que é isésceles, pois EF=CF ).

Assim,

GI2=Hi%+1% . )

Como GM=2GJ, HL=2HJ e IK=2IJ, substituindo em (1) e dividindo os dois

membros por 4, vem

GM ’=HL’+1K
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Recordemos a Proposicao XII, 2 dos Elementos de Euclides:

“Os circulos estéo entre si como os quadrados dos seus diametros™

Assim, a area do circulo de diametro GM (que vamos designar por Agwm) € igual
a soma da area do circulo de diametro HL (que vamos designar por Ay.) com a area do
circulo de didametro IK (que vamos designar por Ak), isto é:
Acm = Al + Ak (2)

De (2) sai que Ak = Acm - AnL , isto é,

area do circulo (seccdo do cone) = Agm - AuL.  (3)

Mas a area da coroa circular obtém-se retirando a area do circulo de didametro
GM a area do circulo de diametro HL, isto &, a

area da coroa circular = Agm - AnL - 4)

De (3) e (4), prova-se gque a area da coroa circular de largura GH é igual a

area do circulo de diametro IK .

O

Problema Il: Provar a igualdade dos volumes de dois solidos, a “navalha” e o “cone

pequeno”.

Consideremos um plano paralelo a base da escudela, por exemplo, o plano que
contém a recta GM, este plano “corta” o cone e a escudela. Acima deste plano obtemos,
na escudela uma “navalha” e, no cone um outro cone mais pequeno, cujas bases sao

respectivamente uma coroa circular e um circulo.

1- Calculo do Volume do “cone pequeno”

Designemos por h a altura dos s6lidos em causa (h= 5) e por r o raio da esfera

(r= AE= EH=EF).

Veone = 1/3 x Area do circulo de raio 1J x altura
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Mas, 1J=EJ (como ja vimos, o triangulo 1JE é isésceles), logo 1J=h. Ento,
1 1
Veone = 5‘(ﬂh2)'h=§‘ﬂh3.
2- Calculo do Volume da “navalha”.

Comecemos por considerar a obra do matematico Arquimedes de Siracusa

“Acerca da Esfera e do Cilindro”, nomeadamente, a

Proposicdo 1,42: A superficie de qualquer segmento duma esfera menor do que um

hemisfério € igual a um circulo cujo raio é igual a linha recta tracada do vértice do

segmento para a circunferéncia do circulo que ¢é a base do segmento da esfera;

Proposicdo 1,44: O volume de qualquer sector duma esfera é igual a um cone que tem

base igual a superficie do segmento da esfera contido no sector e altura igual ao raio

da esfera;

Vamos usar estas proposi¢des para calcular o volume do sector EHFL da esfera.

A B

a) Area do segmento da esfera é 7HF > (usando I, 42).

Pelo Teorema de Pitagoras,

HEZ=EJ2+HJ°, ouseja r2=h2+HJ >

HE?=JF°+RI° |

donde se obtém,
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HE2=(r-h)2+(r2 —h2) e HF *=2(r2 —rh).
Acabamaos de concluir que a

Area do segmento da esfera = 27z( r2 —rh ).

b) Volume do sector EHFL da esfera (usando 1,44 ) € igual a

So2n(r? —h)r =2 2m(r ~r?h)

c¢) Volume do cone de vértice E (altura h) e raio da base HJ € igual a

Lg% n=tz02on?yn=t e —ndy .
3 3 3

.. d) Volume da calota esférica que esta abaixo de GM ¢ igual a
Volume do sector EHFL da esfera - Volume do cone anterior) =

:%-ZE(r3—r2h) i %-ﬂ(hrz—hg’) -

:%(27zr3+7zh3 }-r2h |

Finalmente:
Volume da “navalha” =

= Volume do cilindro de altura h - (Volume da semi-esfera - Volume da calota esférica).

Volume da “navalha” =zr’h - (%-7[-!‘3 - [%(27zr3+7zh3)—7zr2h] ) =

_ar?h - (mzh—%nh3 ) =

:l.ﬂhS _
3

Provamos assim que o volume da “navalha” é igual ao volume do *“cone

pequeno’, isto é, os sélidos em causa tém o mesmo volume.
O
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Segundo Galileu é possivel, para qualquer plano horizontal (paralelo a base
destes solidos), obter duas sec¢gdes com a mesma area que sao bases de dois solidos com
0 mesmo volume.

O que fundamentalmente preocupou Galileu foi o facto de ao “subir” tais planos

até ao topo do cilindro, na escudela obtemos uma circunferéncia e no cone um ponto.

Entao,

UM PONTO é igual a INFINITOS PONTOS

E este 0 Paradoxo da escudela de Galileu
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