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A ideia

Jaime Carvalho e Silva levanta varios problemas para explicar as dificuldades do ensino da analise.
Um deles consiste nas confusoes que podem ser levantadas a compreensao dos alunos que se de-
batam com defini¢oes diferentes e mesmo nao equivalentes para um determinado termo. Para além
de dissimular uma tese sobre a necessidade de legislar defini¢oes tinicas para um dado territorio
e para um dado nivel de ensino, Jaime Carvalho e Silva pretende discutir qual pode ser a melhor
atitude dos professores perante a situacao das diversas defini¢oes referidas a um mesmo termo. No
seu texto, Jaime Carvalho e Silva reprova a leviandade dos professores quando indicam bibliografia
complementar sem cuidarem de saber se hda ou nao hd novas definicbes que possam prejudicar a
compreensao dos conceitos, criar perplexidade e assombro. O discurso esconde a ideia comum de
uma matematica edificada e formulada de um modo tnico e universalmente aceite.

Debrugamo-nos sobre estes problemas.

1 Se fossemos definir a melhor definicao, seria. ..

Parece-nos que, no momento presente, se tivessemos de escolher um definigdo de fungao (que se
aguentasse nos diversos niveis de ensino e no tempo) acabarfamos por optar por uma defini¢ao de
tipo conjuntista.

Tomando a nogao de conjunto como nogdo primitiva (com todas as clarificacées que evitam os
paradoxos), comegarfamos por definir os pares nio ordenados {x,y} e os pares ordenados (z,y).

(z,y) = {{z} {z, y}}
.SeacAebe B, (a,b) CP(AUB) ou (a,b) € P(P(AUB)).
Chama-se produto cartesiano (ou exterior ou cruzado) do conjunto A pelo conjunto B, ao conjunto
AxB={x:z=(a,b) taisque a € ANb€E B}

e uma relagao. R, entre elementos de A e B pode ser dada como uma parte de Ax B: R C A x B.
Dizemos que a e b estao R-relacionados e escrevemos (a,b) € R ou a R b.




2 O QUE PERDEMOS OU GANHAMOS COM ESSA DEFINIGAO? 2

Definicao 1 Sejam X eY conjuntos e R uma relagdo tal que o dominio de R D(R) = X e para
cada x € X existe um unicoy € Y e (x,y) € R. Diz-se que R € uma fungdo de X para Y e
escreve-se f em vez de R.

Note-se que a univocidade do elemento y €'Y significa apenas que se (x,y) € f e (x,z) € f entdo

y=z.1

2 O que perdemos ou ganhamos com essa definigao?

Nem mesmo na obra que trabalha com uma definicao como aquela se foge as dificuldades. A certo
passo, Manuel Lourengo escreve:

Resta observar a propdsito de funcgoes que nesta antologia a nomenclatura nao é
constante

e também

Entre os diversos sinénimos de funcao figuram expressoes como operador, corres-
pondéncia ou transformagao

que, como sabemos, introduz ruidos ja que alguns daqueles termos podem aparecer como consagra-
dos para diferentes objectos matematicos.

E, se continudssemos a construir as especificagoes das fungoes com objectos por esta via, estavamos
a afastar-nos de toda a dindmica do conceito e a diminuir muito os sentidos que lhe damos, embora
garantissemos um determinado tipo de trabalho matematico.

2.1 De onde vimos?

Podemos ter comecado, com Dirichlet, por qualquer coisa como

Definicao 2 A qualquer x corresponda - -+ um unico y limitado, tal que quando x percorre com
continuidade o intervalo de a a b, y = f(x) de igual modo se altere gradualmente; diz-se entio que
y € uma fungdo --- continua de x neste intervalo. 2

Esta definicao é primordial e lembra-nos que é essencial para o conceito de fungao que se tire partido
da variacao da varidvel z, embora seja preciso sustentar que a varia¢do continua (& Dirichlet) nao
é a Unica possivel.

A determinacdo essencial do conceito de funcdo é o facto de que este deve apreender o movi-
mento. Pensa-se mesmo que o conceito sé pode ser introduzido depois da matematica ter sido
levada a considerar como seu objecto o estudo do movimento. Com a obra de Descartes, pode

1Manuel Lourenco; Introducdo portuguesa ao Teorema de Godel in Godel;Cohen, Rosser; Turing; Feferman;
Dummett; O Teorema de Gédel e a hipdtese do continuo. Fundagao Calouste Gulbenkian. Lisboa: 1979
2Lejeune-Dirichlet, G. 1837
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finalmente tratar-se analiticamente o movimento com o cdlculo diferencial e s6 assim se construiu
completamente o conceito de funcao.

Todas as especificagoes (funcdo continua e fungdo derivada) atestam pela sua terminologia a
exigéncia insuperdvel da variabilidade (“quando z tende pa z, f(z) tende para f(xo)”, “f’(z)
é o limite quando h tende para 07, etc)

2.2 Onde chegamos?

A modificacao formal supondo que x e y pertencem a X e Y dados conduziu a definicao de
aplicagao. E nesta, qualquer expressao que se refira a variabilidade como percorrer ou alterar, é
eliminada. Quando muito aceita-se que estas expressoes sejam “sugestoes psicologicas”.

Definicao 3 Uma relacao f entre elementos de A e de B € uma relacao funcional quando verifica
o enunciado

(xfynafy)= (y=19)

Definicao 4 Uma correspondéncia f = (F, A, B) é uma fun¢do se, para qualquer valor x per-
tencente ao conjunto de partida A de f, a relagdo (x,y) € F € funcional em y; o dnico objecto
correspondente a x mediante f chama-se valor de f para o elemento de x de A e denota-se por

fw) -

E claro que, segundo esta definigao, nao ha qualquer razao particular pela qual se deva pensar x
como variavel.

Esta correspondéncia pretende ser mais geral e afinal é estatica, podendo, no méaximo, considerar-
se como um caso particular, do mesmo modo como a consideragao do movimento nao pode excluir
0 Tepouso.

A teoria de conjuntos e a aritmetizagao da andlise reformulam o conceito de limite e de derivada

em termos de desigualdade numérica consistente com a estatica da defini¢cao de funcao a Bourbaki.
4

3 Da atitude dos professores face a situagao - --

Os professores nao podem nem devem esconder dos alunos que hé definigbes diferentes e até
mesmo nao equivalentes correspondentes aos mesmos termos. Obviamente que defendemos que
os professores devem conhecer a bibliografia que indicam e alertar para a existéncia de definigoes
diferentes (ou pelo menos estar prontos para esclarecer as diferengas).

De facto, é na andlise que acontece mais frequentemente (mas néo é s6 na andlise) terem sido os
objectos e argumentos estabelecidos (e nunca de forma tnica) antes de uma formalizagao norma-
tiva. E acontece que a formalizacao pode nao se adaptar aos conceitos que a linguagem ordinéria

3N. Bourbaki, 1939
4As notas que constituem as subsecces podem ler-se em
Galuzzi, M. Fungoes in Local Global. Enciclopedia Einaudi, vol 4. INCM. Lisboa
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pretendeu traduzir. A ideia de “funcdo de” e as ideias de “limite”, “continuidade”, “méaximo
(minimo)”, “derivada”, etc ganham sentido em contexto e contextos préprios. Ninguém pensa em
continuidade ou limite sem caminho para andar (como se ao conceito primitivo ou ingénuo nao
interessasse a situagao de preso, parado ou isolado). Procurar legislar sobre estas nogoes dando-
lhes s6 o sentido de objectos ou argumentos matemédticos (por mais gerais que possam parecer)
aplicaveis a todos os contextos mesmo quando eles contrariam as nogoes intuitivas e as explicacgoes
contextualizadas prejudicam, em meu entender seriamente, o ensino da matematica. Nao s6 porque
os enunciados aparecem estéreis e assépticos, mas principalmente porque perdem a fonte da lingua
ordindria (no que ela tem de extravagante e de rica em cambiantes e sentidos), perdendo a histéria
da sua génese e deitando a perder a visibilidade das suas aplicagoes e utilidade.

Dito isto, preferivel é manter a globalidade das representagoes para cada contexto e insistir numa
outra ideia (cara aos formalistas) que defendi muitas vezes (mas para concluir erradamente pela
necessidade das defini¢oes tnicas):
.-+ um dos fins essenciais do ensino secundario de matematica é “ensinar os alunos
a servir-se do formalismo da matematica”, sendo que o “formalismo nao é um conjunto
de processos mecanicos em que o pensamento nao intervém, e, ao contrario é a arte
dificil da deducdo légica e da abstraccao” °

Ao contrario do que pensei entdo, isto ndo pode significar defini¢oes tinicas ou enunciados Unicos.
S6 pode significar que os alunos podem e devem construir ou participar na construgao da abstraccgao
incluindo nisso as defini¢oes mais adequadas aos contextos sobre os quais trabalham. Deste modo,
os alunos podem ganhar consciéncia de que outra pessoa (ou outro grupo de pessoas consensual-
mente) pode construir outro objecto ou argumento perante o mesmo contexto. [Dizemos “o mesmo
contexto” sabendo que nunca é o mesmo, embora achemos que é o mesmo por pensarmos que o
observador nao faz parte do contexto. |

Dai nao vem mal ao mundo desde que se esclareca a definicao e se respeitem as regras de inferéncia
légica para os resultados subsequentes. Num teorema qualquer, uma definicao pode ser ou é parte
da hipétese (tornando-a mais forte ou mais fraca). O que o estudante deve ter presente é que
regras de argumentacao utiliza e saber se ha ou nao consequéncia de cada ingrediente que coloca
na hipotese. Pensamos que esta ideia é libertadora, cria mais interactividade e prepara para o
trabalho mateméatico qualquer que ele seja, nao dependendo de qualquer definicao mais ou menos
religiosa.

3.1 .-+ ao reconhecimento das dificuldades - - -

Ficamos sempre com a amarga sensagao de nao sabermos se o que esta estabelecido nos programas
oficiais é claro, necessario e suficiente, para permitir este trabalho aberto dos professores. E
ficamos sempre com a dificuldade de assumir que a nossa formagao inicial e a nossa concepcao da
matematica nos tolhe muito os movimentos no sentido do que aqui enunciamos como desejo.

Reconhecem-se nas nossas impressoes (0 que presumimos sobre o que vemos) todas as dificuldades
descritas por David Tall ¢ e ndo pretendemos ou fingimos que haja uma solucdo fora do quadro geral

Sescrito em notas pessoais de estudo antigas sob o titulo intuicionismo e formalismo

610 texto indicado por JCS
Cognitive Difficulties in Learning Analysis — http://www.bham.ac.uk/ctimath/talum/austin/analysis/tall/tall. htm
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descrito, o que nos remete para a utilizagao, tao rigorosa quanto vulgar, do raciocinio no ensino
e para o respeito que devemos garantir ao pensamento produzido por cada grupo de estudantes e
a nossa capacidade de ajudar a raciocinar correctamente, com o uso das regras (essas sim, quase
universalmente aceites e fdceis (?) de convencionar). Tall a esta preocupagio se refere, mais ou
menos nos seguintes termos:

- 0 estudo de “como” pensamos em matemadticas avancadas pode nao ser tao
importante como “o qué” que pensamos, mas se os matematicos nao sustentarem esse
“qué” em que pensamos investindo no “como” pensamos - --entao a matematica pode
sair bem empobrecida, - - -

4 --- e a utilidade de algumas propostas.

Penso que, se for necessario para além do exercitado com os conceitos e defini¢bes em curso pelos
programas de ensino, se podem apresentar as tarefas (ou outras devidamente contextualizadas)
propostas por Leigh Wood 7. Exemplo 1til, dentre as propostas de Wood, é a actividade de
comparacao de 2 definigoes de limite em linguagem natural e simbdlica que me parece possivel
mesmo para alunos do ensino secundario.

Como exemplos de construgdo de defini¢ao (participagdo na construcdo pelos alunos) apontamos
os casos de vectores livres e propomos que se conduzam os alunos do secundario até uma definigao
geral de distancia. H4 todos os ingredientes. Os estudantes conhecem (ou vao conhecendo) diversas
distancias e, para cada caso particular — distancia entre dois pontos em IR como o valor absoluto da
diferenca entre as suas abcissas; em IR? & custa da anterior e utilizando o Teorema de Pitagoras —
verificam que cada uma delas satisfaz certas propriedades. Ganhar-se-ia alguma coisa se os alunos
construissem uma defini¢ao geral de distancia e pudessem depois pensar em outras distancias nao
tao usuais (por exemplo com o produto interno)? Parece-me que nio perderiam. Esta defini¢ao é
fundamentalmente analitica e importante para a andlise. Esta definicao

Definicao 5 A aplicacdo

d: AxA — R
(z,y) — dz,y)

toma o nome de distancia em A quando satisfaz simultaneamente as sequintes propriedades:

Dy) Vaz,y € A d(z,y) >0 A (d(z,y) =0 & z =y)
Do) Vz,y € A d(z,y) = d(y,z)
D3) V,y,z € A d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2)

permite um exercicio interessante ® sobre raciocinio matemsético:

7em texto indicado por JCS:

Teaching Definitions in Undergraduate Mathematics — http://www.bham.ac.uk/ctimath/talum/newletter/wood.htm
8citado de “Mathématiques venues d’ailleurs”, ed Belin, Paris:1982

num exame de Complementos de Matemdtica — Licenciatura em Ensino de Matemética da Universidade de Aveiro
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Comente a seguinte demonstragao.

Pretendemos provar que, a partir de D7) e Da) se prova D). Ou seja, para trés
pontos x, y e z quaisquer em A tem-se d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) desde que se verifique
que Ve, y € A d(z,y) >0A (d(z,y) =0 z=y)eVr,yc A d(z,y) =d(y,z).

Suponhamos que essa desigualdade nao se verifica, isto €, que se tem

d(z, z) > d(z,y) + d(y, 2).

Como z, y e z sao quaisquer, tomemos, por exemplo z # y e y = z. Tem-se, pois,
d(y,z) =0 (por Dy)), ficando
d(x, z) > d(z,y)

o que é absurdo, ja que como y = z, tem de ser
d(z,z) = d(z,y)

Este exercicio possibilita a discussao sobre negagao e quantificadores, mas também sobre a abun-
déancia na hipdtese. Serve também para esclarecer a natureza de uma definicao, em particular,
falar da independéncia das propriedades definidoras.

O outro exemplo bom de construgao de abstracgao pelos alunos do ensino secundério estd na nogao
de probabilidade que é dada de varios modos completamente diferentes mas pode ser unida pela
axiomdtica (com mais poténcia, mas menos real(?)). Quantos professores estao em condigoes de
explorar completamente todos os caminhos que sao propostos nesse assunto? O que é frequente
é haver trabalhos completamente separados, como se tratassem uma lista de casos a abordar ou
tipos de exercicios que é preciso saber resolver; e o que é raro é haver sintese e apropriacao do
conceito.

Exemplos tuteis podem ser ainda exercicios de demonstragao de teoremas em que algum termo
(definido de vérias maneiras) esteja integrado como parte da hipétese e a escolha de uma das
defini¢bes seja decisiva para a prova pretendida. |

AM



